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Качество построения нивелирных геодезических сетей определяется по эмпирическим формулам, 
найденным на основе чисел обусловленности Тюринга. При этом сравниваются числа обусловленности и 
числа относительной обусловленности. Последние числа определяются раздельно по двум независимым 
методикам, разработанным для свободных и нуль-свободных нивелирных сетей. Для оценки качества 
сетей также применяются диагональные элементы (наибольшее и наименьшее их значение) обратной 
весовой матрицы. Результаты вычислений позволили не только найти закономерности в изменении ука-
занных выше чисел, но и выявить конкретные условия по возникновению равноточных нивелирных сетей. 
Все исследования выполнялись на смоделированных нивелирных сетях, содержащих 10 – 16 определяе-
мых пунктов. Результаты измерений генерировались по датчику псевдослучайных чисел. Но на протя-
жении всех расчетов анализировались лишь геометрические характеристики нивелирных сетей, на ко-
торые при однокритериальной оптимизации не влияют погрешности измерений. 
 
Введение. В работе [1] рассмотрены вопросы проектирования GPS-сетей с применением формулы 
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где С – число обусловленности Тюринга 
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в котором ||R||; ||Q|| – евклидовы нормы матрицы коэффициентов нормальных уравнений и обратной ве-
совой матрицы; K – количество определяемых пунктов. 
Недостаток формулы (1) в том, что в еѐ знаменателе используется эмпирическое эталонное число 
обусловленности. Авторами в [2] предложено оценивать качество любых геодезических построений с 
помощью относительной обусловленности 
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где kC  – наименьшее при данном K точечное число обусловленности, которое вычисляется для свобод-
ных и нуль-свободных сплошных нивелирных и GPS-сетей. 
В статье формула (1) и величина kC  даны для случая обработки свободной и нуль-свободной ни-
велирной сети. 
1. Вычисление значений относительной обусловленности для нивелирных сетей 
Для симметричной нивелирной сети (рисунок) в каждом узле регулярной сетки отыскивалось чис-
ло обусловленности С, которое вычислялось по программе GPSTch3.exe для свободной нивелирной сети 
и записывалось для каждого значения K в таблицу 1.  
В таблицах 2, 3 представлены числа обусловленности kC  для свободных и нуль-свободных ниве-
лирных сетей. В последнем случае kC  вычислялось по формуле (2).  
Матрица обратных весов для нивелирной сети в нефиксированной системе координат вычислялась 
по формуле  
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1
Q R ,                                                                       (4) 
где I – квадратная матрица размером K  K, содержащая число 1; обычно обозначается аббревиа-
турой ones.  
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При этом для свободной нивелирной сети величина относительной обусловленности вычислялась 
по формуле 
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а для нуль-свободной нивелирной сети по равенству 
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Симметричная эталонная нивелирная сеть 
 
Таблица 1 
Величина 
ЭC для нивелирных и GPS-сетей без исходных пунктов 
 
K 
ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  
1 1 2 1 3 10,00 4 16,57 5 17,64 
6 24,15 7 28,39 8 37,29 9 48,38 10 57,71 
11 61,73 12 74,54 13 79,70 14 92,38 15 99,13 
16 113,7 17 121,5 18 136,5 19 132,5 20 148,9 
21 171,6 22 179,0 23 196,4 24 203,4 25 211,5 
26 230,2 27 240,0 28 249,6 29 269,6 30 280,4 
31 291,8 32 313,7 33 326,1 34 337,9 35 359,8 
36 369,3 37 365,2 38 388,6 39 421,3 40 432,5 
41 446,1 42 471,0 43 484,5 44 493,3 45 506,4 
46 531,5 47 547,8 48 557,9 49 572,8 50 599,6 
 
Таблица 2 
Величина 
ЭC для свободных нивелирных сетей c исходным пунктом в центре сети на рисунке 
 
K 
ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  
1 1 2 1 3 15.0 4 17.8 5 20.6 
6 23.7 7 26.9 8 31.0 9 36.0 10 49.5 
11 53.6 12 65.0 13 76.8 14 90.1 15 96.0 
16 110 17 129 18 131 19 138 20 150 
21 163 22 179 23 188 24 198 25 216 
26 243 27 261 28 281 29 304 30 330 
31 356 32 388 33 415 34 439 35 469 
36 498 37 528 38 564 39 590 40 614 
41 645 42 679 43 706 44 740 45 777 
46 801 47 839 48 875 49 910 50 946 
 
Значения С, 1 и 2, приведенные в таблицах 4 – 9, вычислялись по программам: 
- niva 44 – двухкритериальная оптимизация (МК) свободных нивелирных сетей; 
- niva 45 – двухкритериальная оптимизация нуль-свободных нивелирных сетей; 
- niva 46 – трѐхкритериальная оптимизация свободных нивелирных сетей; 
2010                                       ВЕСТНИК ПОЛОЦКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА. Серия F 
 
 132 
- niva 47 – трѐхкритериальная оптимизация нуль-свободных нивелирных сетей; 
- niva 48 – однокритериальная оптимизация (МНК) нуль-свободных нивелирных сетей; 
- niva 49 – однокритериальная оптимизация свободных нивелирных сетей. 
Эти программы вычисляли 1 и 2 по формуле (3) с использованием kC  для свободной сети из 
таблицы 2, а для нуль-свободных нивелирных сетей – из таблицы 3. 
 
Таблица 3 
Величина 
ЭC для нивелирных сетей без исходных пунктов 
 
K ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  K ЭC  
1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 
6 1 7 2,86 8 2,93 9 3,00 10 5,90 
11 5,90 12 6,04 13 6,77 14 7,80 15 9,00 
16 10,2 17 12,7 18 12,2 19 12,9 20 14,6 
21 16,2 22 18,4 23 18,6 24 20,3 25 21,7 
26 25,6 27 26,0 28 26,1 29 26,6 30 28,8 
31 30,9 32 34,0 33 35,3 34 35,8 35 37,4 
36 40,1 37 42,9 38 46,6 39 47,7 40 48,4 
41 49,8 42 52,9 43 56,0 44 59,0 45 62,0 
46 63,0 47 63,9 48 64,4 49 64,9 50 65,4 
 
2. Исследования закономерностей изменения величин, характеризующих качество построе-
ния нивелирных сетей 
В таблицах 4 – 9 используются следующие величины для оценки качества построения ниве-
лирных сетей:  
qmax, qmin – наибольшее и наименьшее значение iiQ ; 
С – спектральное число обусловленности, вычисляемое по формуле (2); 
1 – значение относительной обусловленности, найденное по формулам (5) или (6); 
2 – значение относительной обусловленности, найденное из выражения (3) с выбором 
ЭC из 
таблиц 2 или 3. 
В таблице 4 для свободных нивелирных сетей, содержащих K определяемых пунктов, приведены 
указанные выше числа для трѐх случаев: 
- t = 1 – обычный замкнутый нивелирный ход без замыкающих линий; 
- t = 1, 2 – замкнутый нивелирный ход с замыкающими линиями через две внутренние линии; 
- t = 1, 2, 3 – замкнутый нивелирный ход с замыкающими линиями через две и три линии внутрен-
него хода. 
При t = 1 веса превышений берутся одинаковыми и равными  единице.  
При t = 2 веса превышений одинаковы и равны 0,5.  
При t = 3 веса превышений берутся одинаковыми и равными 0,25. 
 
Таблица 4 
Замкнутые свободные нивелирные сети 
 
K 
Свободные нивелирные сети. 
Однокритериальная целевая функция МНК: niva 49 
Замыкающие линии даны  
через t = 1 связей 
Замыкающие линии даны 
через t = 1, 2 связей 
Замыкающие линии даны 
через t = 1, 2, 3 связей 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 0,91 0,91 17,9 0,55 0,50 1,01 0,79 8,29 0,26 0,23 0,81 0,67 5,74 0,18 0,16 
11 1,65 0,95 23,4 0,58 0,47 0,05 0,74 10,6 0,26 0,21 0,84 0,67 7,18 0,18 0,14 
12 1,73 0,96 29,7 0,61 0,55 1,09 0,74 13,2 0,27 0,25 0,86 0,67 8,81 0,18 0,16 
13 1,80 0,96 37,0 0,64 0,57 1,13 0,74 16,3 0,28 0,25 0,88 0,67 10,6 0,18 0,16 
14 1,85 0,96 45,2 0,67 0,59 1,16 0,74 19,6 0,29 0,26 0,91 0,67 12,7 0,19 0,16 
15 1,93 0,97 54,4 0,69 0,60 1,20 0,74 23,4 0,30 0,26 0,93 0,67 14,9 0,19 0,16 
16 2,00 0,97 64,7 0,72 0,67 1,23 0,75 27,6 0,31 0,29 0,95 0,67 17,4 0,19 0,18 
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В таблице 5 приведены расчѐты, аналогичные таблице 4.  
Здесь величины qmax и qmin оказались одинаковыми для каждого значения K (см. колонки 1, 2, 
6, 7, 11, 12), что соответствует равноточности нивелирных сетей с различными значениями весов 
превышений. 
 
Таблица 5 
Замкнутые нуль-свободные нивелирные сети 
 
K 
Нуль-свободные нивелирные сети. 
Однокритериальная целевая функция МНК: niva 48 
Замыкающие линии даны 
через t = 1 связей 
Замыкающие линии даны 
через t = 1, 2 связей 
Замыкающие линии даны 
через t = 1,2,3 связей 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 0,91 0,91 6,90 1,24 1,17 0,60 0,60 1,95 0,35 0,33 0,50 0,50 0,83 0,15 0,14 
11 0,95 0,95 9,42 1,45 1,60 0,63 0,63 2,71 0,42 0,46 0,52 0,52 1,16 0,18 0,20 
12 1,00 1,00 12,5 1,68 2,07 0,65 0,65 3,64 0,49 0,60 0,53 0,53 1,58 0,21 0,26 
13 1,04 1,04 16,2 1,91 2,39 0,67 0,67 4,78 0,56 0,70 0,54 0,54 2,10 0,25 0,31 
14 1,08 1,08 20,6 2,15 2,64 0,69 0,69 6,13 0,64 0,79 0,56 0,56 2,72 0,28 0,35 
15 1,12 1,12 25,7 2,41 2,85 0,71 0,71 7,72 0,72 0,86 0,57 0,57 3,46 0,32 0,38 
16 1,15 1,15 31,5 2,67 3,09 0,73 0,73 9,57 0,81 0,94 0,58 0,58 4,32 0,36 0,42 
 
В таблице 6 содержатся анализируемые выше числа для случая многокритериальной оптимизации. 
При уравнивании используются следующие критерии: 
Однокритериальная оптимизация 
 
2 2
1 ,
n n
nL L                                                           (7) 
 
где L(H) – вектор свободных членов параметрических уравнений;  n – степень (при n = 2 имеем 
метод наименьших квадратов «МНК»; при n = 1 получим метод наименьших модулей «МНМ») для 
случая Lp-оценок; 
1
ni
ni
i
– вес результата измерений для i-того превышения; H – вектор отме-
ток пунктов. 
Двухкритериальная оптимизация позволяет выполнять минимизацию сразу двух целевых 
функций (7) и  
 
2 min max ,                                                                 (8) 
 
где М – ошибка положения пункта, вычисляемая по обратной весовой матрице Q. 
При трѐхкритериальной оптимизации добавляется третья целевая функция 
 
3 min max ,                                                                    (9) 
 
где ,n n n
V V
r
 в которой Vn – вектор поправок в измерения после уравнивания; r – количество избы-
точных измерений. 
В таблицах 6 – 9 приведены анализируемые числовые данные, полученные по указанным в табли-
цах программам, которые пояснены выше после формулы (6). 
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Таблица 6 
Замкнутые свободные нивелирные сети при t = 1 
 
K 
Свободные нивелирные сети 
Однокритериальная 
целевая функция МНК: niva 49 
Двухкритериальная 
целевая функция МК: niva 44 
Трѐхкритериальная 
целевая функция МК: niva 46 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 0,91 0,91 17,9 0,55 0,50 1,58 0,94 18,0 0,55 0,50 1,58 0,95 18,0 0,56 0,50 
11 1,65 0,95 23,4 0,58 0,47 1,65 0,95 23,4 0,59 0,47 1,65 0,95 23,4 0,59 0,47 
12 1,73 0,96 29,7 0,61 0,55 1,73 0,96 29,8 0,62 0,56 1,73 0,96 29,8 0,62 0,56 
13 1,80 0,96 37,0 0,64 0,57 1,80 0,96 37,0 0,64 0,57 1,80 0,96 37,0 0,64 0,57 
14 1,85 0,96 45,2 0,67 0,59 1,87 0,96 45,3 0,67 0,59 1,87 0,96 45,3 0,67 0,59 
15 1,93 0,97 54,4 0,69 0,60 1,93 0,97 54,5 0,76 0,60 1,93 0,97 54,5 0,76 0,60 
16 2,00 0,97 64,7 0,72 0,67 2,00 0,97 64,8 0,72 0,67 2,00 0,97 64,8 0,72 0,67 
 
 
Таблица 7 
Замкнутые нуль-свободные нивелирные сети при t = 1 
 
K 
Нуль-свободные нивелирные сети 
Однокритериальная 
целевая функция МНК: niva 48 
Двухкритериальная 
целевая функция МК: niva 45 
Трѐхкритериальная 
целевая функция МК: niva 47 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 0,91 0,91 6,90 1,24 1,17 0,91 0,91 6,65 1,19 1,13 0,91 0,91 6,65 1,19 1,13 
11 0,95 0,95 9,42 1,45 1,60 0,95 0,95 9,02 1,39 1,53 0,95 0,95 9,02 1,39 1,53 
12 1,00 1,00 12,5 1,68 2,07 1,00 1,00 15,6 2,10 2,59 1,00 1,00 15,6 2,10 2,59 
13 1,04 1,04 16,2 1,91 2,39 1,04 1,04 21,1 2,49 3,12 1,04 1,04 21,1 2,49 3,12 
14 1,08 1,08 20,6 2,15 2,64 1,08 1,08 38,1 3,99 4,88 1,08 1,08 38,1 3,99 4,88 
15 1,12 1,12 25,7 2,41 2,85 1,12 1,12 50,2 4,70 5,57 1,12 1,12 50,2 4,70 5,57 
16 1,15 1,15 31,5 2,67 3,09 1,15 1,15 105 8,85 10,2 1,15 1,15 105 8,85 10,2 
 
 
 
Таблица 8 
Замкнутые свободные нивелирные сети при t = 1, 2 
 
K 
Свободные нивелирные сети 
Однокритериальная 
целевая функция МНК: niva 49 
Двухкритериальная 
целевая функция МК: niva 44 
Трѐхкритериальная 
целевая функция МК: niva 46 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 1,01 0,79 8,29 0,26 0,23 1,11 0,78 15,9 0,49 0,44 1,18 0,80 19,5 0,60 0,54 
11 0,05 0,74 10,6 0,26 0,21 1,14 0,75 12,2 0,30 0,24 1,20 0,79 12,5 0,31 0,25 
12 1,09 0,74 13,2 0,27 0,25 1,26 0,78 32,4 0,67 0,60 1,28 0,78 51,4 1,06 0,96 
13 1,13 0,74 16,3 0,28 0,25 1,28 0,80 18,0 0,31 0,28 1,34 0,80 19,5 0,34 0,30 
14 1,16 0,74 19,6 0,29 0,26 1,36 0,84 44,5 0,66 0,58 1,27 0,77 56,1 0,83 0,73 
15 1,20 0,74 23,4 0,30 0,26 1,33 0,82 31,2 0,40 0,35 1,40 0,83 35,4 0,45 0,39 
16 1,23 0,75 27,6 0,31 0,29 1,59 1,00 66,4 0,74 0,69 1,43 0,80 52,0 0,58 0,54 
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Таблица 9 
Замкнутые нуль-свободные нивелирные сети при t = 1, 2 
 
K 
Нуль-свободные нивелирные сети 
Однокритериальная 
целевая функция МНК: niva 48 
Двухкритериальная 
целевая функция МК: niva 45 
Трѐхкритериальная 
целевая функция МК: niva 47 
qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 qmax qmin C 1 2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
10 0,60 0,60 1,95 0,35 0,33 0,68 0,63 2,89 0,52 0,49 0,72 0,65 3,27 0,59 0,55 
11 0,63 0,63 2,71 0,42 0,46 0,66 0,63 3,23 0,50 0,55 0,78 0,68 5,14 0,79 0,87 
12 0,65 0,65 3,64 0,49 0,60 0,81 0,74 6,39 0,86 1,06 0,84 0,69 5,70 0,76 0,94 
13 0,67 0,67 4,78 0,56 0,70 0,72 0,70 5,56 0,66 0,82 0,76 0,73 5,74 0,68 0,85 
14 0,69 0,69 6,13 0,64 0,79 0,58 0,74 21,5 2,25 2,76 0,86 0,76 9,32 0,98 1,20 
15 0,71 0,71 7,72 0,72 0,86 0,79 0,74 8,53 0,80 0,95 0,87 0,79 7,59 0,71 0,84 
16 0,73 0,73 9,57 0,81 0,94 0,81 0,75 13,8 1,16 1,35 0,84 0,78 41,4 3,50 4,05 
 
По данным таблиц 6 – 9 можно сделать следующие выводы: 
1) нуль-свободные нивелирные сети при t = 1 будут равноточными, как при МНК, так и при МК 
(см. таблицы 5 и 7, колонки 1, 2, 6, 7, 11, 12); 
2) свободные нивелирные сети во всех случаях не будут равноточными; 
3) при t = 1, 2 и т.д. нивелирные сети будут равноточными только в однокритериальном случае и 
для нуль-свободных нивелирных сетей (см. таблицу 9, колонки 1, 2); 
4) трѐхкритериальная оптимизация даѐт меньшие значения qmax по сравнению с одно- и двухкри-
териальной оптимизацией. 
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QUALITY ASSESSMENT OF DESIGNING OF FREE  
AND NULL-FREE LEVELLING GEODETIC NETWORKS  
BY APPLYING ONE, TWO AND THREE CRITERIA OPTIMIZATION METHODS 
 
L. CHERKAS 
 
Construction quality of levelling geodetic networks is determined by empirical formulas, derived on the 
basis of condition number of Thuring. Condition numbers and relative condition numbers are compared. Latter 
ones are determined separately using two independent methods developed for free and null-free levelling net-
works. For network quality assessment diagonal elements (their maximum and minimum) inverse weight matrix 
are also used. Computation results allowed deriving pattern of changing of mentioned numbers and detecting 
concrete conditions for origin of semi-uniformly precise levelling networks. Research is conducted on simulated 
levelling networks containing 10-16 definable points. Results of measurements are generated using transducer of 
pseudorandom numbers. Only geometric characteristics of levelling networks, which does not accept affect of 
measurement errors at one-criterion optimization, are analyzed. 
 
